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RESUMO 

 
 O presente trabalho, dividido em duas partes, trata da análise de pórticos planos em teoria de segunda 
ordem. Nesta segunda parte do trabalho, a análise de pórticos com elementos baseados no modelo deduzido 
anteriormente é conseguida utilizando-se a Formulação Lagrangeana para a descrição do movimento, 
implementada através de um procedimento iterativo para a resolução do sistema não-linear que surge. Os 
resultados de exemplos numéricos, obtidos com a implementação computacional do procedimento iterativo aqui 
desenvolvido,  são confrontados com os de outros trabalhos. 
 
1. INTRODUÇÃO 
 Como o presente trabalho trata da análise de pórticos planos em teoria elástica linear de 
segunda ordem, há a Não-Linearidade Geométrica. Sendo o problema de natureza não-linear, não é 
válido o princípio da superposição de efeitos (básico na análise linear de estruturas), uma vez que 
passam a não mais existir relações lineares entre ações e deslocamentos na estrutura. Como conse-
qüência, chega-se a conclusão de que, pelo menos de uma forma imediata, tornar-se-ia inviável a 
utilização do método dos deslocamentos na análise de pórticos planos em teoria de segunda ordem. 
Em verdade, estamos diante de um problema cuja solução exata seria extremamente difícil de ser 
obtida. 
 
 Nesta segunda parte do trabalho, mostra-se o desenvolvimento de um procedimento para a 
resolução do sistema não-linear de equações obtido, CORRÊA (1991). Os resultados de alguns 
exemplos numéricos, resolvidos com a implementação computacional do modelo, são expostos e 
confrontados com os de outros trabalhos. 
 
2. PROCEDIMENTO ITERATIVO PARA A ANÁLISE NÃO-LINEAR 
 O artifício normalmente utilizado para contornar o problema da não-linearidade consiste na 
substituição do cálculo não-linear por uma sucessão de cálculos lineares em que, no decorrer de 
cada etapa de análise, as características não-lineares de que depende o problema são mantidas 
constantes para, posteriormente, com base nos resultados obtidos, serem modif icadas e utilizadas no 
passo seguinte. Desta forma, cada etapa de cálculo constituindo-se numa análise linear, torna-se vá-
lida a aplicação do princípio da superposição de efeitos e, conseqüentemente, viável a utilização do 
método dos deslocamentos. 
 
 Acrescente-se que, nesta substituição do cálculo não-linear por uma série de análises linea-
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res, basicamente podem ser utilizadas duas técnicas: as técnicas iterativas e as técnicas incrementais. 
Neste trabalho, em particular, é utilizado um processo iterativo, em que o cálculo linear é repetido 
tantas vezes quantas forem necessárias até que, em dois passos consecutivos, os resultados obtidos 
sejam os mesmos, a menos de uma certa tolerância pré-estabelecida. 
 
 Como se observa na formulação deduzida na primeira parte deste trabalho (veja a equação 
31), a força axial P pode ser encarada como um parâmetro que afeta os termos da matriz de rigidez 
de um elemento, uma vez que os coeficientes "s", "c" e "m" são funções de P. Na análise de pórticos 
planos, as forças axiais normalmente não são conhecidas de início. Para o primeiro ciclo de cálculo 
faz-se, então, uma estimativa para P em todos os elementos (P=0, em geral). Visando a próxima 
etapa de análise, corrigem-se os termos das matrizes de rigidez dos elementos tomando-se por base 
os valores obtidos para as forças axiais no passo anterior, e assim por diante. P Pi i= −1  
 
 Após se dividir a estrutura em elementos, com vista à primeira etapa de cálculo, faz-se uma 
estimativa da intensidade das forças axiais em todos os elementos da estrutura. Efetivamente, consi-
dera-se P=0 em todos os elementos. Em seguida, deve-se estabelecer uma matriz de rigidez [r] para 
cada elemento da estrutura. Para tal, necessitam ser determinados os coeficientes "s", "c" e "m", fun-
ções da força P. É de se notar que, sendo nulo o valor da força axial para este primeiro ciclo, tem-
se sempre s=4, c=0,5 e m=12. Uma vez estabelecidas as matrizes de rigidez dos elementos [r], se-
guindo-se o esquema usualmente empregado numa análise pelo método dos deslocamentos, são 
determinados as ações e os deslocamentos nas extremidades dos elementos. Nesta altura, pode-se 
considerar como encerrada a primeira etapa de análise.  
 
 Para o segundo passo de cálculo, a matriz de rigidez [r], para um elemento genérico, deve 
ser instituída de acordo com o procedimento exposto na primeira parte deste trabalho, utilizando-se, 
para tal, os esforços solicitantes calculados na etapa anterior. Assim, a matriz [r] pode ser novamen-
te instituída, ressaltando-se que os coeficientes "s", "c" e "m" devem ser avaliados em função da for-
ça axial obtida para o elemento na etapa anterior da análise. Uma vez estabelecidas as diversas ma-
trizes de rigidez [r], determina-se outra vez as ações e deslocamentos nas extremidades dos elemen-
tos e uma nova etapa de análise deve ser iniciada a partir destes resultados. 
 
 Obedecendo-se sempre à mesma seqüência de operações, repete-se o cálculo linear tantas 
vezes quantas forem necessárias até que, em dois passos consecutivos, se obtenham os mesmos 
resultados, a menos de um erro pré-fixado. Para calcular o carregamento crítico de pórticos (pro-
blema de 1ª  espécie), deve-se arbitrar carregamentos (processo incremental) e realizar o processo 
iterativo descrito acima para verificar se o pórtico é ou não estável para o carregamento arbitrado. 
 
3. ROTEIRO DE CÁLCULO DO PROCEDIMENTO ITERATIVO 
 A seguir, encontra-se o roteiro do processo iterativo exposto no item anterior: 

a) arbitra-se P=0 em todos os elementos do pórtico 
b) calcula-se as matrizes de rigidez de todos os elementos 
c) resolve-se a estrutura (calcula -se os deslocamentos e esforços de todos os elementos) 
d) com os esforços calculados (P), calcula-se novamente as matrizes de rigidez de todos os ele-

mentos 
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e) resolve-se a estrutura (calcula -se os deslocamentos e esforços de todos os elementos) 
f) volta-se ao passo d até que P Pi i= −1

 (por exemplo, se a norma euclidiana do vetor de forças 
axiais calculadas na iteração i for igual, a menos de uma certa tolerância, à calculada na itera-
ção anterior). 

 
4. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO PROCEDIMENTO ITERATIVO 
 O procedimento iterativo exposto nos itens anteriores foi implementado computacionalmente 
utilizando-se a linguagem FORTRAN POWER STATION 4, dando origem ao programa 
PINST12. A seguir, encontra-se o fluxograma de tal programa. 
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Entrada de Dados:
- identificaçõao da estrutura;
- características geométricas da estrutura;
- características de carregamento da estrutura;
- características dos materiais;
- condições de contorno.

Arquivo de Saída:
- identificaçõao da estrutura;
- características geométricas da estrutura;
- características de carregamento da estrutura;
- características dos materiais;
- condições de contorno.

Arquivo de Plotagem

Anular as variáveis de cálculo acumulativas 

Iniciar o processo incremental iterativo

- Calcular matriz de rigidez local do elemento;
- Calcular matriz de rigidez do elemento no sistema de referência;
- Calcular vetor de cargas em coordenadas locais para o elemento;
- Calcular vetor de cargas do elemento no sistema de referência;
- Armazenar dados na matriz de rigidez global e vetor de cargas global.

Fazer I variar de um até o número de elementos finitos

1

3

2  
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Cálculo e armazenamento dos esforços nos elementos finitos.

Verificação da convergência do processo iterativo.

Houve convergência?

Sim

Não

Arquivo de Saída - dados parciais
- identificaçõao da estrutura;
- deslocamentos nodais;
- esforços nos elementos finitos;

Verificação da convergência do processo incremental.

Houve convergência?

Sim

Não

Arquivo de Saída - dados definitivos
- identificaçõao da estrutura;
- deslocamentos nodais;
- esforços nos elementos finitos;

FIM

1 2 3
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5. APLICAÇÕES NUMÉRICAS 
 
5.1. EXEMPLO 1 
 Calcular a carga crítica do pilar dado abaixo. 
 

1931P
P

500 cm

1

2

30x30 cm

 
 
O valor da carga crítica determinado pelo programa PINST12 coincide com o valor da carga crítica 
de Euler. 
 
 O gráfico a seguir representa  o deslocamento da estrutura com o incremento de carga, po-
dendo perceber através deste o comportamento não-linear da estrutura. 
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 No gráfico a seguir pode-se observar a diferença entre os momentos fletores consid erando 
a teoria de primeira ordem e os momentos fletores considerando a teoria de segunda ordem. 
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5.2. EXEMPLO 2 
 Calcular a carga crítica do pórtico abaixo.  
 

P P

A=53.8 cm2

I=3690 cm2

A=76.8 cm2

I=7750 cm2

500 cm
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O valor da carga crítica teórica deste pórtico, segundo LAVALL (1988), é 
P Pcrit. , . ,= =1 236 232 739 . 
 
O resultado apresentado pelo programa PINST12 para uma tolerância de 0,1% foi 
P Pcrit. , . ,= =1194 224 768 . 
 
 Os valores foram comparados com os obtidos por LAVALL (1988), apresentando coinci-
dência com os resultados obtidos.  
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 O gráfico a seguir representa o deslocamento da estrutura com o incremento de carga, po-
dendo perceber através deste o comportamento não-linear da estrutura. 
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5.3. EXEMPLO 3 
 Calcular a carga crítica do pórtico a seguir. 
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 Ip   Ap

 Iv1=351.0 cm4

Av1=0.837 cm2
 Iv2=122.0 cm4

Av2=0.573 cm2

 
 O gráfico a seguir representa o deslocamento da estrutura com o incremento de carga, po-
dendo perceber através deste o comportamento não-linear da estrutura. 
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6. CONCLUSÃO 
 Além dos resultados satisfatórios referentes à comparação com outros trabalhos, numerosos 
outros testes efetuados permitem concluir que o programa elaborado está em condições de ser utili-
zado em análises relativas ao comportamento de pórticos planos em teoria elástica linear de segunda 
ordem. 
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