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RESUMO

Este artigo tem por objetivo discutir o contraventamento de pegas estruturais comprimidas, considerando dois
aspectos que merecem destaque no tratamento das barras de contraventamento: as forgas que atuam nestas bar-
ras e as suas respectivas rigidezes. O presente trabalho aborda o assunto a partir dos teoremas rel ativos a energia
de deformagdo, com aplicagdo do principio do minimo da energia potencial total em barras comprimidas nas quais
o0s contraventamentos funcionam como molas eléstica. As expressdes obtidas sdo comparadas com as prescritas

por algumas normas de projetos de estruturas -
Palavras -chave: contraventamento, barras de contraventamento, pegas comprimidas.

1.INTRODUCAO

A abordagem das normas de projetos de estruturas tem fundamentos nos teoremas de energia, mais
precisamente no principio do minimo da energia potencid total, também chamado de principio do
vaor estacion&io do potencid totd do sstema Este principio € aplicado em barras comprimidas
nas quais os contraventamentos funcionam como molas dédticas.

Entende- se como potencid total a soma do potencia da forca aplicada com a energia armazenada
no sistema condgtituido por barra e molas.

O estudo parte da hipotese de que a flambagem ocorre quando ha uma bifurcacdo do estado de
equilibrio em que a peca pode assumir as configuraces reta ou curva.

Com esse raciocinio, faz- se uma estimativa da carga de flambagem mediante a adogéo de umalinha
elagtica gproximada para a forma curva. Considerando que € dificil encontrar uma solugéo exata
para o problema em questdo, a escol ha adequada da equacdo aproximada da linha el astica é essen-

cia para assegurar boa precisio nos resultados finais.

Além de necessariamente satisfazer as condigdes de extremidades da pega, a equacao aproximada
deve atender certos requisitos particulares de smetria e de nimero de parametros que cada caso
estudado requer, sob pena de levar a resultados bem distantes em termos de carga aproximada de

flambagem.

N&o hé reparos a fazer quanto aos resultados apresentados pelas normas de projeto, pois, como
néo poderia deixar de ser, a precisdo demonstra que as equagdes aproximadas foram apropriada-
mente escol hidas em todos os casos.

A discussio que se pretende acrescentar € quanto a interpretacdo e as aplicagbes desses resultados,
principal mente no aspecto que diz respeito a utilizaco da carga critica de Euler na determinac@o dos
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vaores das rigidezes das barras de contraventamento e na estimativa das forgas que atuam nestas
barras.
2. APLICA(;AO DOSTEOREM ASDE ENERGIA

2.1 Célculo darigidez das barras pelo principio do minimo da energia potencial total do sis-
tema

A rigidez das barras de contraventamento K,, pode ser entendida como a rigidez de uma mola
eléstica que contribui para a estabilidade de uma peca comprimida.

Pode-se fazer comparagies entre os vaores prescritos pelas normas e as rigidezes de molas eagti-
cas Situadas em quaquer posicdo em termaos de nimero de intervalos de linhas de contraventamen-
tos.

Entretanto, por uma questéo de racionalizacéo de espaco, aqui serd tomado como exemplo em ané-
lise 0 caso dafigura 1, com duas molas e m = 3. Trata-se de uma pega de comprimento L, com trés
interval os entre linhas de contraventamento, submetida a uma carga de compresso P.
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Figural - Pega comprimida com duas molas

A linha e&stica gproximada sera uma funcdo y = f(x) para a forma curva da peca em equil ibrio na
condicdo de flambagem, em um sistema de referéncia x, y, onde X € 0 eixo da pega principa com:
primida

O principio do minimo da energia potencial total pode ser aplicado para a determinagdo do vaor
gproximado darigidez das molas.

O potencid totd € asoma (U + V), sendo U a energia armazenada na pega principa e nas molas, e
V o potencid daforca P aplicada.

A energia armazenada na pega principal comprimida e dada por

L M? LE| adl’y &
U= ——dX= 3 — o2 2 dx 1
=" QoE @72 Sy @
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onde:

E € 0 modulo de dadticidade do materia e | 0 momento de inércia da secéo transversal da peca no
plano de contraventamento.

A energia armazenada na mola e dada pela expresséo

_ ky (dy)?
U mola— 2 (2)

onde:

k,, €arigidez damolae d,, o desocamento da mola (ou flecha da pega comprimida no ponto de
ligacdo comamola) .

A somaU=U +U

peca T Unola € @ ENErgia armazenada no conjunto estrutural.

O potencia daforca aplicada é dado pela expresséo

V=-Pu ©)
onde u € o dedocamento nadirecdo axia da pega, dado por

=1 aet:lyo2
U= Qe & @)

Ent&o, o potencid totd fica
Elaeslzyo2 wdwf P Laenlyo2
U= S TM 2980, ™ ©

Adotando uma equacdo para a linha eéstica gproximada com os dois primeiros termos pares da
<rie de Fourier, tem-se

4 ©)

20
=A,sen—x + A,sen—X
y 2 3 4 L

A gplicacdo do principio do minimo da energia potencia tota pode ser resumida com as seguintes
expressoes:

TU+V) _, o TU+Y)

= =0 7
ﬂAZ T[A4 ()
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Apresentados 0s conceitos bésicos, passa-se aqui para 0 desenvolvimento ageébrico das equacoes
diferenciais.

dy = —cosﬁx A, 4p cosﬂx (8)
L L L L
2
Olzy=-A —sen2Io A416—gsen£x ©)
dx? L2 L L

Elevando a0 quadrado edta Ultima expressdo, substituindo na equagéo (1) e integrando, resulta a
energia armazenada na peca comprimida

4Elp* (R

Upea = —5 (A2 +16 As) (10)

Para cdcular a energia armazenada na mola do ponto C, primeiro, subgtitui-se x = L/3 na equacéo
(6) e obtém- se a expresséo

y.=0,866 (A, - A,) (11)

Elevando ao quadrado esta Ultima expressdo e substituindo na equacéo (2), tem se aenergiaarna-
zenada namolado ponto C:

k
Unaaccy =5 075 (A7 +AZ -2A,A,) (12

Por smetria, deduz-se que a energia armazenada na mola do ponto D € igua a do ponto C, resu-
tando a energia armazenada nas molas:

Unnoias =075 ky (A2 +AZ -2A,A,) (13

Elevando ao quadrado a equacéo (8), substituindo na equagdo (4), integrando e subgtituindo na e-
quacdo (3), tem-se 0 potencid daforca P aplicada:

V=- E (AZ +4A2) (14)

Portanto, o potencid total

4Elp

(U+V)= (A2 +16 A% )+075ky (AZ +AZ -2A,A,)+

PP% (a2 +4n2) (15)
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Operando as derivadas parciais indicadas nas equacies (7), tém-se duas equacoes.

a@lilp +15k, - 2P 9A2 15ky A, =0 (16)
15 ky A 2+8é‘ﬂ +15ky - 8Pp? 9A4—O (17)

A solugdo trivial do sistema de equagdes € quando A, = A, = 0, que corresponde a configuragéo
reta de equilibrio , 0 que n&o interessa por razdes Obvias ao presente estudo.

Fazendo o determinante do sistema de equacOes igual a zero, tira-se o vaor darigidez k, corres-
pondente a uma configuracéo curva de equilibrio estave:

1024 Elp“_'_320p2 16PL

__ P L El 18
Ku 04 1512 (18)
P Elp2

Substituindo L por 3L, e P pelacarga criticacom o comprimento L, isto €

L=3L, e
P=P,; = = EI ; resulta
l
p2El
km = 2,967 19

Ly
2.2 Compar agdo com as prescrigdes da NBR 7190/97 Projeto de Estruturasde Madeira

A norma brasileira de projetos de estruturas de madeira recomenda a rigidez caculada pela expres-

Sa0:

2 I
Kbr,l,min = Zéngdz (20)
L1
Sendo
am=1+ cosﬂ
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onde:

m é0 ndmero de intervalos de comprimento L, entre as (M -1) linhas de contraventamento ao
longo do comprimento total L da pega principal;

L, éa disténcia entre elementos de contraventamento;

E.o. €0 valor do mddulo de elasticidade paralelo as fibras da madeira da pega principal con-
traventada, conforme 6.4.9;

|, €0 momento de inécia da se¢o transversal da pega principal contraventada, para flexéo no
plano de contraventamento. "

Como dternativa para a determinagéo do vaor de a,,,, a norma brasileira NBR 7190/97 apresenta
uma tabela que resume os possiveis va ores deste parédmetro, com os seguintes dados.

Vdoresdea,,

am

1
15
1,7
18

2

K ola|w|nd] 3

Comparando arigidez ky, com Ky, , ..., danorma brasileira, equacéo (20), sendo E substituido por
Eqo €1 POr I, , chegarse aseguinte igua dade:

2967=2a,,;
a, =14835~15
Sendo este o valor dea,, conm=3.

Portanto, a expressdo da norma brasileira pode ser obtida a partir da aplicacdo do principio do mi-
nimo da energia potencid totd.

Para outros vaores de m, basta escolher adequadamente a equac@o agproximada da linha éadica,
tomando- se o cuidado para que ndo prevaleca gpenas a solucdo trivid gpontada no item anterior.

3.CONCLUSAO
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3.1Valor darigidez prescrita pela NBR 7190/97 Projeto de Estruturas de Madeira

A rigidez Ky, ; m 0@ norma brasileira, smilar a prescrita pdlo Eurocode 5 € obtida mediante a
substituicéo da forga aplicada P pela carga critica P, , sendo esta calculada com o comprimento de
referéncial ;.

Entretanto, 0 que parece mais redista seria a utilizagdo de um critério que levasse em consderacéo
o vaor da forca de compressdo N, em substituicéo da carga critica P,_,,, que resultaria na expres-

K br,Imin = 2 é-f'ﬂ - (21)

onde N, substituiria a carga critica de Euler P_.,. Com os dados da norma, entende- se que acarga

P2Ecp « |2
B —0d2,

Li

rit”

criticaseriaigud a

3.2 For gas atuantes nas barr as de contraventamento

Considerando as barras de contraventamento funcionando como molas eédticas, as forgas F, , atu-

antes nestas barras, com vaor convenciona correspondente a uma curvatura inicid com flecha da
ordem de 1/300 do comprimento L, da peca principal, poderiam ser deduzidas a partir da expres-

Sa0:

L
Fld = Kbr,l,minﬁ? (22)

Subtituindo K, ; ..., PElaequagdo (21), fica

Ny L
F.. =244 =1 23
==L 300 23

Smplificando, resulta

Ny

Fig=am 150

(24)
Dentro dessa hipGtese, substitui-se a,,, pelo seu menor vaor, isto é por a,,, = 1, parao caso parti-
cular dem = 2, e encontra-se o valor prescrito pela NBR 7190/97:

N
Fla= —2%

150 @)
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3.3 Sugestdes para a racionalizagdo do dimensionamento

a) Por uma questéo de seguranca e até por fiddidade aos fundamentos, no calculo daforcaa-
tuante nas barras de contraventamento, o valor mais desfavoravel de a,,, é 2. Adotando-se
este valor, aexpresséo F,, ficaria com uma expressio que levaria a valores mais rigorosos.

N

== (26)

1d

b) Condui-se que a equacéo darigidez K, ; i, das normas de projeto de estruturas € deter-
minada conforme a deducdo apresentada neste trabalho; porém, a ado¢do da equacéo (21)
poderialevar o dimensonamento avaores mais redisa
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