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Resumo 
 
Neste trabalho é apresentada uma formulação do Método dos Elementos de Contorno (MEC) utilizando-se 
equações integrais em coordenadas locais para os campos de deslocamentos e tensoria is dos problemas 
elastodinâmicos bidimensionais no domínio de Laplace. Além disso,  as soluções fundamentais utilizadas nas 
representações integrais são escritas em uma forma completamente explícita. Os aspectos discutidos neste artigo 
são direcionados especificamente para o tratamento matemático das equações integrais do meio contínuo e suas 
correspondentes soluções fundamentais. As técnicas empregadas para a discretização do meio contínuo 
(obtenção das equações integrais discretizadas e representações algébricas) e, principalmente, a análise numérica 
de alguns problemas   serão apresentadas em futuros trabalhos. 
 
 
1. Introdução 

Uma das áreas de estudo mais importantes da mecânica dos sólidos é sem dúvida a 
elastodinâmica. A pesquisa nesta área não é recente, existindo registros de investigações já no  
século XIX, de forma que os principais teoremas e princípios foram estabelecidos 
basicamente até a primeira metade do século XX, e equações para muitos problemas 
dinâmicos transientes e permanentes, formuladas tanto no domínio do tempo quanto no 
domínio transformado, foram disponibilizadas nesse período. Contudo, a obtenção de 
soluções analíticas  para essa classe de equações são extremamente difíceis e restritas a casos 
particulares de geometria, carregamentos, etc. Como alternativa, soluções aproximadas foram 
propostas nesse período, empregando-se técnicas numéricas, que geralmente conduzem a 
manipulação de um grande número de operações algébricas, o que limitava sensivelmente esta 
estratégia de solução até então. Só a partir da década de 1960, com a evolução dos  
computadores, as técnicas numéricas tornaram-se  uma ferramenta viável na busca de  
soluções das equações governantes de muitos problemas.  Uma dessas técnicas é o então 
chamado Método dos Elementos de Contorno(MEC) que tem sido formulado aplicando-se, 
principalmente, duas abordagens: a indireta e a direta.  

 
A forma indireta do MEC representa o problema a partir de equações integrais envolvendo 

densidades fictícias; em problemas elastodinâmicos representados no domínio transformado, 
muitos trabalhos podem ser citados, dentre eles: Sanchez-Sesma & Esquivel(1979), Sanchez-
Sesma & Rosenblueth(1979), Wong(1982), Dravinsky(1983), Bravo & Sanchez-Sesma(1990) 
que desenvolveram técnicas especiais do método indireto do MEC para a solução de 
problemas de espalhamento de ondas para os estados planos ou de anti-plano e Mossessian & 
Dravinsky(1989), Bouchon et al. (1995) para problemas 3D. 

 
Uma outra classe de formulações do MEC é o então denominado método direto. A 

principal característica  dessa técnica é que a representação integral é obtida empregando-se 
diretamente as variáveis físicas reais do problema. Aparentemente, Cruse & Rizzo (1968) é o 
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primeiro trabalho a empregar o método direto para estabelecer as representações integrais, em 
coordenadas globais para deslocamentos e tensões, para problemas elastodinâmicos 
bidimensionais no domínio de Laplace. Em Cruse(1968), artigo simultaneamente publicado 
ao co-autorado com Rizzo, são discutidas técnicas para a manipulação algébrica das 
representações integrais; um exemplo é apresentado para o caso de um semi-plano submetido 
a tensões uniformes no contorno. As respostas para os campos de deslocamentos e tensões no 
interior e no contorno do problema foram obtidas empregando-se uma interpolação constante 
para as variáveis, enquanto que elementos retos foram utilizados para a geometria. As 
soluções das análises obtidas originalmente no domínio de Laplace foram convertidas para o 
domínio do tempo mediante a inversão numérica da transformada de Laplace utilizando-se o 
algoritmo de Papoulis(1957), que requer apenas manipulações algébricas no campo dos reais. 
A representação integral de deslocamentos de Cruse também foi utilizada nos trabalhos de 
Manolis & Beskos(1981,1983), Manolis(1983), Manolis & Beskos(1988), em que as variáveis 
do problema foram interpolados por representações constante e quadrática; exemplos foram 
apresentados envolvendo casos de radiação e espalhamento de ondas elásticas em semi-planos 
com ou sem interação com estruturas rígidas. Alternativamente  ao algoritmo de Papoulis, foi 
empregado a técnica numérica de inversão da transformada de Laplace discutida em 
Durbin(1974) - que requer manipulações algébricas no campo dos números complexos- uma 
vez que foi constatado que a técnica de Papoulis é estável apenas para os primeiros valores do 
espectro de parâmetros de transformação. Já Niwa et al.(1975), Kobayashi & 
Nishimura(1982) estudaram soluções para problemas elastodinâmicos planos em regime 
permanente formulados no domínio da freqüência e a resposta transiente foi obtida com o 
auxílio da transformada de Fourier. Embora as representações integrais de tensões em 
coordenadas globais tenham sido publicadas em 1968 no trabalho de Cruse, suas soluções 
fundamentais só foram apresentadas no trabalho de Ahmad & Banerjee (1988), contudo, esses 
autores deixaram para o leitor o algebrismo das etapas  finais para a obtenção da forma 
explícita desses tensores fundamentais.  

Os artigos mencionados anteriormente constituem parte das grandes contribuições para 
evolução do MEC em dinâmica dos sólidos no domínio transformado. Referências adicionais 
podem ser encontradas em muitos trabalhos, dentre eles, constam os artigos de Beskos 
(1986,1997), onde uma ampla revisão de trabalhos é apresentada para diversos aspectos do 
MEC em problemas elastodinâmicos, inclusive  no domínio do tempo. 

 
O objetivo deste artigo é adaptar uma representação local para as equações integrais de 

deslocamentos e de tensões de Cruse & Rizzo(1968) - originalmente escritas em coordenadas 
globais - com intuito de facilitar a prescrição de condições de contorno em bordos esconsos, 
assim como viabilizar o acoplamento de sub-domínios com seus contornos posicionados 
genericamente no domínio do problema original. Essa mesma representação local é estendida 
para as equações integrais dos gradientes de deslocamento. Além disso, as soluções 
fundamentais dessas equações integrais são apresentadas em uma forma completamente 
explícita, propiciando expressões expeditas para os  leitores. Tanto as equações integrais 
discretizadas e  as representações algébricas para a montagem do sistema de equações do 
problema,  quanto o estudo de alguns casos via análise numérica serão apresentados em 
futuros trabalhos.  
 
 2. Definição do problema elastodinânico 
 Seja Ω  a região ocupada pelo domínio de um corpo bidimensional de espessura h, 
cujo contorno é denotado por Γ . Os campos e geometria do problema são escritos em relação  
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a um sistema de referência global ( )21,xx  no espaço e em t  no tempo. Desde que as hipóteses 
de pequenos deslocamentos sejam admitidas, as relações cinemáticas podem ser expressas 
por: 

( ) ( ) ( )[ ] 2/,,, ,, txutxutx ijjiij +=ε   (1) 

onde   ( )txij ,ε  : componente do tensor das resultantes de tensão em relação a ( )21 , xx ; 

( )txui , : componentes de deslocamentos em relação a ( )21 ,xx ;  
 

As expressões são escritas empregando-se a convenção da notação indicial e com 
índices variando de 1 a 2. Além disso, vírgulas nos sub-índices das representações 
matemáticas denotam derivadas espaciais. 
 

 Se o meio for homogêneo, isótropo e elastolinear, as relações constitutivas, 
conhecidas como lei de Hooke, podem ser expressas como: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )txuhCtxhCtxtxhtxN lkijklklijklijijkkij ,,,2, , ,=≡+= εµεδαε  (2) 

onde ( )txN ij , : componente do tensor das resultantes de tensão em relação a ( )21,xx ; 

jlikjkilklijijklC δµδδµδδαδ ++= : componentes do tensor de rigidez;  
( )pp νµνα 21/2 −= , ( )νµ += 12/E  :  constantes de Lamé; 

ν , E: coeficiente de Poisson, módulo de elasticidade longitudinal; 

( )



+
=

νν

ν
ν

1/p  
    tensãode   plano   estado ,

deformação de plano  , estado
: coeficiente de Poisson aparente; 



 =

=
contrário caso   0,

ji        se     ,1
ij

δ : delta de Kroenecker. 

 

As forças de superfície podem ser obtidas utilizando-se uma relação conhecida como 
Fórmula de tensão de Cauchy dada por: 

( ) ( ) jiji txNtxp η,, =  (3) 

onde jη : componente do versor normal ao contorno em x. 

N
12 

N11 

dx1 

dx2 

x1 

x2 

N
22 

N21 

N21 + N21,2dx2

N
22 + N

22,2 dx2

N11 + N11,1dx1

N
12 + N

12,1 dx1

b1 

b2 ü1 

ü2 

  
Figura 1- Elemento diferencial em coordenadas globais ( )21,xx . 
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Se for feito o balanço de forças atuantes (ação externa aplicada, gravitacional e 
inércia) em um elemento diferencial do problema (vide figura 1), as equações diferenciais de 
equilíbrio dinâmicas podem ser expressas como: 

( ) ( ) ( )txutxbtxN jjiij ,,,
. .

, ρρ =+  (4) 

onde pontos super-escritos  denotam derivadas temporais dos campos; 

( )txui ,
. .

: componente de aceleração relação a ( )21,xx ; 
( )txbi , : componente de força volumétrica específica em relação a ( )21, xx ; 

ρ : densidade de massa.  
Uma maneira alternativa à (4) para expressar as equações do movimento é partir da 

substituição de (1) em (4), resultando, portanto, nas bem-conhecidas equações diferenciais 
parciais hiperbólicas de Navier-Cauchy para corpos bidimensionais: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )txutxbtxuctxucc jjiijiji ,,,,
. .

,
2
2,

2
2

2
1 =++− ,  (5) 

onde: 
( ) ρµλ /1 +=c : velocidade de propagação da onda longitudinal; 

ρµ/2 =c : velocidade de propagação da onda distorcional. 
 

 Os deslocamentos e as forças de superfície ( )txpi ,  devem satisfazer as seguintes 
condições de contorno: 

    ( ) ( )txptxNt ijiji , , == η  em tx Γ∈  
   ( )txuq ii ,=  em ux Γ∈  

onde tΓ , uΓ : respectivas porções de Γ  onde as forças e deslocamentos estão prescritos. 

Outras relações, para deslocamentos e velocidades ( )txui ,
.

, conhecidas como 
condições iniciais, também devem ser satisfeitas no domínio do problema: 

( ) ( )xutxu ii 00, ==  em Γ∪Ω∈x  

( ) ( )xvtxu ii 0

.
0, ==  em Γ∪Ω∈x . 

 
 Se o domínio do corpo estende-se até o infinito, uma quarta relação (conhecida 
condição de radiação de Sommerfeld)  deve ser satisfeita no infinito: 

( )2/1
.

1, 0/1 lim −

∞→
=







 + rucu d

i
d

rir
,        ( )2/1

.

2, 0/1 lim −

∞→
=







 + rucu r

i
r

rir
 (6) 

onde (
.

 , d
i

d
i uu ), (

.

 , r
i

r
i uu ): parcelas dilatacional e distorcional do deslocamento e velocidade. 

 
Um dos importantes recursos utilizados na matemática está associado às 

transformações de domínios de mapeamento dos campos, dentre elas, tem-se a transformada 
de Laplace. Se essa for aplicada ao domínio do tempo de função ( )txf , , ela conduz a uma 
forma ( )sxf ,  estabelecida no domínio de Laplase s e definida como: 

 ( ) ( ) ( ) dtetxfsxffL st−
∞

∫==
0

 ,,  (7) 
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Se a transformação de Laplace (7) for aplicada em (5), sua forma hiperbólica original é 

reduzida ao tipo elíptico no domínio transformado, Cruse & Rizzo(1968):  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xvxsusxussxbsxucsxucc jjjiiijiji 00

2
,

2
2,

2
2

2
1 ,,,, −−=++−  (8) 

 
Convém ressaltar que os campos, marcados por  sobrebarra, denotam a versão 

transformada de seus valores no domínio do tempo. Utilizando-se  um  procedimento análogo, 
as condições de contorno no domínio transformado podem ser escritas respectivamente como: 

( ) ( )sxpsxNt ijiji , , == η  em tx Γ∈  

( )sxuq ii ,=  em ux Γ∈  
 

3.Equações Integrais em coordenadas locais  
Se for admitida a condição inicial de repouso )0)(  v,0)(( i0 == qquio , a representação 

integral dos deslocamentos, em relação a um sistema de referência global ( )21,xx  para a  
elastodinâmica bidimensional, pode ser  escrita a partir de uma  identidade dinâmica 
transformada equivalente à identidade de Somigliana, Cruse & Rizzo(1968): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ=Γ+ ∫∫ ΓΓ
dqpsqpudqusqpppuC jijjijjij ,,,,

** ( ) ( )∫Ω
Ω

L

dqbsqpu jij ,,
* ; (9) 

onde     p, q : ponto-fonte, ponto-campo;  
( ) ( )sqppu ijij ,, , sq,p,

**
: soluções fundamentais (ver seção 4 para mais detalhes); 

ijijC λδ= : termo livre, com ( 1=λ , se Ω∈p ); ( 2/1=λ , se Γ∈p ,tangente única) e 
( 0=λ , para outros casos). 

1
p

2
p

2t

1t

Γ

v 1

1u 2v
u2

1x

2x

L

p

b

rm

1x

2x

Γ

Ω

z

q

q

Fi
gura 2- Esquema representativo da chapa 

 

Na equação (9), as direções das componentes são expressas utilizando-se apenas um 
sistema de referência ( )21 x,x , todavia, em algumas situações pode ser mais atrativo adotar-se 
sistemas distintos para expressar os campos nos pontos-fonte e campo. Assim, uma técnica 
adotada nesse artigo é expressar os campos em sistemas de referências locais, sendo o 
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primeiro associado ao ponto-fonte, com origem e orientado por intermédio de uma direção 
genérica z . Já um segundo sistema de referência é definido para as variáveis de contorno, de 
forma que sua origem e orientação seguem as direções tangencial τ  e normal η  ao ponto-
campo no contorno do problema, vide figura 2. Com isso, a representação integral (9) pode 
ser rescrita como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ=Γ+ ∫∫ ΓΓ
dqtqQsqpupzdqvqQsqpppzpuD kjkijikjkijiz ,,,,

**  

( ) ( ) ( )∫Ω
ΩdQbsQpupz jiji ,,

*  

 

(10) 

onde D : coeficiente do livre de integral ( 1D = , ponto no interior; 0D = , ponto no exterior; 
2/1D =  para ponto sobre  contorno suave);  

( ) ( )q  e  q ii tv : deslocamento e  força de superfície no sistema ( )ητ  , , vide figura 2; 

 ( )pu z : deslocamento do ponto-fonte segundo a direção q , isto é, ( ) ( )pzpuu iiz = ;  
( )qQ : matriz de transformação escrita como: 

( ) ( )qqQ jj τ=1 ;        2,1j =  (11a) 

( ) ( )qqQ jj η=2 ;        2,1j =  (11b) 

onde ii ητ , : componentes das direções τ , η  em relação ao sistema ( )21 x ,x . 
 

O gradiente dos deslocamentos, representado pela a derivada direcional segundo uma 
direção m de uma componente de deslocamento na direção z, pode ser escrita como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pmpzpupzpupu jijiimimz ,,, ==  (12) 
 

Uma equação integral em coordenadas locais ( )mq,  para os gradientes de deslocamentos 
de pontos no interior  pode ser obtida substituindo-se (10) em (12): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Γ+ ∫Γ
dqvqQpmsqpppzpu rkrjijkimz ,,

*
,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +Γ∫Γ
dqtqQpmsqpupz rkrkijki ,,

* ( ) ( ) ( ) ( )∫Ω Ω
L

dqbpmsqpupz kjijki ,,
*

;  

 

(13) 

onde ( ) ( )sqpusqpp ijkijk ,,  e  ,,
**

: soluções fundamentais (detalhes adicionais na seção 4). 
 

Além dos campos deslocamentos e de seus gradientes, um outro campo de interesse da 
análise de estrutural está associado às resultantes de tensão. A partir da substituição das 
equações integrais dos gradientes dos deslocamentos(13) nas relações constitutivas (2), as 
representações integrais das resultantes de tensão mzN , para pontos no interior  utilizando-se 
coordenadas locais segundo as direções ( )mz,  no ponto-fonte e ( )ητ,  no contorno, podem 
expressas como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Γ=Γ+ ∫∫ ΓΓ
dqtqQpmsqpdpzdqvqQpmsqpspzpN sksjijkisksjijkimz ,,,,

**

( ) ( ) ( ) ( )∫Ω
Ω

L

dqbpmsqpspz kjijki ,,
*

 

 

(14) 

onde ( ) ( )sqpdsqps ijkijk ,,  e  ,,
**

: soluções fundamentais (detalhes adicionais na seção 4). 
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4. Soluções  do problema elastodinâmico fundamental  
O problema dinâmico fundamental de corpos elásticos bidimensionais pode ser 

associado  a um disco de espessura h  e com raio infinito envolvendo o ponto de aplicação da 
fonte. Para que esse problema seja configurado como fundamental ele deve satisfazer as 
relações cinemáticas, constitutivas e de radiação (condições de Sommerfeld). Assim, as 
equações diferenciais de movimento para o problema elastodinâmico fundamental no domínio 
de Laplace, inicialmente em repouso, pode ser escrita em uma forma similar à (8): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sxussxbsxucsxucc jijjiijj ,,,,
*2*

,
2
2

*
,

2
2

2
1 =++− , 2,1, =ji  (15) 

 

As funções que satisfazem as EDPs (15) são denominadas de soluções fundamentais. 
Contudo, sua obtenção é extremamente complexa quando as EDPs estão escritas na forma 
expressa em (15), uma vez que pode ser verificada uma interdependência entre as 
componentes de deslocamento, isto é, as EDPs (15) não só são dependentes das derivadas de 

*
1u , mas também derivadas das componentes de deslocamentos nas demais direções, isto é, 

não existe apenas um único argumento caracterizando a variável das EDPs. Uma das 
alternativas para suavizar este problema é representar as EDPs acopladas originais em funções 
potenciais que promovem seu desacoplamento discutidos em Sternberg & Eubanks(1957), 
Dominguez & Abascal (1984). Nesses trabalhos são descritos esses potenciais e as 
manipulações algébricas empregadas no problema elastodinâmico no domínio transformado, e 
essas ferramentas são aplicadas na representação do problema no domínio de Laplace ao 
longo desta seção deste artigo. 

 

Se a decomposição de Helmholtz, que estabelece que campos vetoriais solenoidais 
podem ser compostos por uma soma de potenciais irrotacionais e equivolumiais, for aplicado 
aos deslocamentos e às forças, as componentes destes podem ser expressas como: 

( ) ( ) ( )spquspquspqu
r

i
d

ijkijkii ,,,,,,
**

,,
*

+=+= ψεφ  (16) 

( ) ( ) ( )spqbspqbvspqb
r

i
d

ijkijkii ,,,,,,
**

,,
*

+=+= ωε  (17) 

onde  (φ , v ), (ψ ,ω): potenciais  irrotacionais, distorcionais. 
 

Se as equações (16) e (17) forem substituídas em (15), essa é desacoplada e pode ser 
representada por duas outras EDPs em função desses potenciais: 

vkii =− φφ 2
1, ,         iijji k ωψψ =− 2

2,  (18) 

onde ii csk = , 2,1=i . 
As equações diferenciais (18) podem ser reunidas num potencial A  de forma geral: 

aAkA ii =− 2
,  (19) 

cuja solução geral pode ser escrita como: 

( ) ( ) 20201 2
ln

s
r

krICkrKCA
πρ

++=  (20) 

onde 00   , IK : funções de Bessel de primeira e segunda espécies, com ordem zero.  
 

Substituindo-se (20) em (16), os deslocamentos podem ser escritos em função dos 
potenciais. Em seguida, calculando-se os gradientes desses deslocamentos e utilizando-se as 
relações constitutivas resultam nas tensões também expressas em função dos potenciais. Com 
isso, as constantes 21 C   e  C  podem ser determinadas aplicando as condições de equilíbrio e 
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de radiação de Sommerfeld no domínio infinito do problema fundamental. A partir de então, a 
expressão (20) com os coeficientes já determinados pode ser novamente substituída em (16) 
resultando na forma bem conhecida da solução fundamental em deslocamentos do problema 
elastodinâmico bidimensional no domínio de Laplace descrita em Cruse & Rizzo(1968): 

( ) [ ]jiijij rYrX
hc

sqpu ,,2
2

*

2
1

,, += δ
πρ

 (21) 

onde: 

( ) ( ) ( )







−+= rK

c

c
rK

r
rKX 11

1

2
21

2
20

1
λλ

λ
λ  (21a) 

( ) ( )rK
c
c

rKY 12

2

1

2
22 λλ 








−= ,              

i
i c

s=λ , 2,1=i . 
(21b) 

Já a solução fundamental das forças de superfície 
*
ijp  pode ser obtida utilizando-se a 

fórmula de tensão de Cauchy: 

( ) ( ) ( ) ( ) kijkijklkijkijklkijkij sqpuCsqpCsqpNsqpp ηηεη ,,,,,,,,
****

===  (22) 

A expressão das forças de superfície requer a determinação prévia dos gradientes dos 
deslocamentos fundamentais; esses podem ser escritos a partir de (21) como:  

( ) ( ) ( ) 












 −++−=∂= kjiijkjikkij

k

ij
kij rrr

dr
dY

r
Y

rr
r
Y

dr
dX

r
hcqx

u
sqpu ,,,,,,2

2

*
*

, 2
2

1,, δδδ
πρ

 
(23) 

onde:  

( )
r
Y

rK
dr
dX

−−= 212 λλ  (23a) 

( ) ( ) ( ) ( )



 +








+−−= rK

r
rK

c

c
rK

r
rK

dr
dY

12111

2

1

2
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As diferenciações dos tensores fundamentais- que envolvem funções especiais- podem 
ser feitas utilizando-se conjuntamente a regra da cadeia  e uma técnica recursiva de derivação 
dessas funções especiais. Para detalhes adicionais, vide Anexo. 

 

Se a equação (23) for substituída em (22), a forma explícita de solução 
*

ijp dada por: 
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(24) 

onde ttrr ηη ,, = . 
 

Já as soluções fundamentais para a representação integral dos gradientes de 
deslocamentos podem expressas a partir da diferenciação das expressões(23) e (24) em 
relação ao ponto-fonte p , isto é: 
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(26) 

onde: 
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(26b) 
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As soluções fundamentais para a representação integral das tensões podem expressas a 

partir da substituição independente de (25) e (26) em (2), resultando respectivamente em:  
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(28) 

 
Conclusões 

 No presente artigo, as equações integrais clássicas de deslocamentos e de tensões da 
elastodinâmica bidimensional no domínio de Laplace publicadas em 1968 por Cruse & Rizzo 
e definidas em um sistema de referência global foram adaptadas para um sistema de 
referência local, com o intuito de facilitar a prescrição de condições de contorno em bordos 
esconsos, assim como viabilizar o acoplamento de sub-domínios com seus contornos 
posicionados arbitrariamente no domínio do problema original. Além das equações integrais 
para deslocamentos e tensões, a representação local é estendida para as equações integrais dos 
gradientes de deslocamento. Um outro aspecto artigo está relacionado com a obtenção de 
formas explícitas das soluções fundamentais utilizadas nas representações integrais acima 
mencionada. Embora tais soluções explícitas já estejam disponíveis na literatura desde 1968 
para o caso dos deslocamentos, e parcialmente explícit as para o caso das tensões desde 1988, 
no presente trabalho foi apresentado uma versão complementar das soluções fundamentais 
atribuídas a Banerjee e colaboradores publicado em 1988. Além disso, as soluções 
fundamentais foram também apresentadas em uma forma completa e explícita para as 
equações integrais dos gradientes de deslocamento.  
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Anexo 
 A diferenciação de (21) no ponto-campo pode ser escrita como: 
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onde:  
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O cálculo da última parcela em (A.1) pode ser efetuado como: 
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Aplicando-se a regra da cadeia em (A.2) e a definição dada em (A.1.a), vem: 
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( )
( ) ( )kjiijkjik

k
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,, 21 −+= δδ  (A.3) 

 

Substituindo-se (A.3), (A.1.a) em (A.1) tem-se a expressão dada em (23). Contudo, 
sua forma explícita  ainda requer a obtenção de drdX e drdY , que dependem da 
diferenciação das funções de Bessel nK . Essas possuem a seguinte propriedade recursiva: 

( ) ( ) ( )yyKnyKyK nnn /211 += −+  (A.4) 

onde y : argumento. 
 
Além disso, outra propriedade para diferenciação de nK  pode ser escrita: 
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A partir de (A.5) e (A.4), tem-se as seguintes relações de interesse: 
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onde β : constante arbitrária. 
 

Substituindo-se (A.6.a,b) em (21a) e (A.6.c) em (21b), obtém-se respectivamente (23a) 
e (23b). No caso das soluções fundamentais dos gradientes de deslocamentos e tensões no 
ponto-fonte p   deve-se efetuar-se as diferenciais em relação a esse ponto: 
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onde as diferenciações são dadas por: 
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( ) ( ) ( )[ ]ηηη ηδδ ,,,,,,,,,,,, 31
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Substituindo-se (A.8.a,b,c) em (A.8) e reagrupando-se convenientemente os termos, a 
forma expressa em (26) é obtida. As soluções fundamentais para a representação integral das 
tensões podem ser obtidas analogamente às dos gradientes de deslocamentos. Com intuito de 
fazer uma concisão no texto deste artigo, apenas breves comentários serão efetuados nos 
procedimentos intermediários de obtenção das expressões (27) e (28). 

 

 O tensor ( )pxuhCd tmjikmtijk ∂∂=
**

 pode ser obtido seguindo-se boa parte das etapas 

de
*
ijp , devendo-se ficar alerta quanto à mudança de sinal devido à diferenciação em relação 

ao ponto-fonte. Já para o cálculo de ( )pxphCs tmjikmtijk ∂∂=
**

 deve-se proceder analogamente 

à obtenção de 
*
ijp .  


