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Resumo

Neste trabalho é apresentada uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) utilizando-se
equacdes integrais em coordenadas locais para os campos de deslocamentos e tensoriais dos problemas
elastodindmicos bidimensionais no dominio de Laplace. Além disso, as solugdes fundamentais utilizadas nas
representacdes integrais sdo escritas em uma forma completamente explicita. Os aspectos discutidos neste artigo
sdo direcionados especificamente para o tratamento matematico das equacgdes integrais do meio continuo e suas
correspondentes solugdes fundamentais. As técnicas empregadas para a discretizagdo do meio continuo
(obtengdo das equagdes integrais discretizadas e representages algébricas) e, principamente, a andlise numérica
de alguns problemas serdo apresentadas em futuros trabal hos.

1. Introducdo

Uma das a&ess de esudo mas importantes da mecénica dos Solidos € sem divida a
dagodindmica A pesquisa nesta &ea ndo € recente, exidindo registros de investigagdes ja no
soulo XIX, de forma que os principas teoremas e principios foram estabdecidos
bascamente aé a primeéra metade do sfculo XX, e equagBes para muitos problemas
dindmicos trandentes e permanentes, formulades tanto no dominio do tempo quanto no
dominio tranformado, foram disponibilizadas nesse periodo. Contudo, a obtencdo de
solugbes anditicas para essa classe de equagdes sBo extremamente dificeis e redtritas a casos
particulares de geometria, carregamentos, etc. Como dternativa, solugbes aproximadas foram
propostas nese periodo, empregando-se técnicas numéricas, que geradmente conduzem a
manipulacdo de um grande nimero de operagBes agébricas, 0 que limitava sensvemente eta
edraégia de lucdo aé entdo. SO a patir da década de 1960, com a evolugdo dos
computadores, as técnicas numéricas tornaram-se uma ferramenta viavel na busca de
solugbes das equagbes governantes de muitos problemas. Uma dessas técnicas € 0 entéo
chamado Método dos Elementos de Contorno(MEC) que tem sdo formulado aplicando-se,
principamente, duas abordagens: aindiretae adireta

A forma indireta do MEC representa 0 problema a partir de equagdes integrais envolvendo
denddades ficticias;, em problemas dagtodindmicos representados no  dominio  transformedo,
muitos trabadhos podem ser citados, dentre €es SanchezSesma & Esquive(1979), Sanchez
Sesma & Rosenblueth(1979), Wong(1982), Dravinsky(1983), Bravo & SanchezSesma(1990)
que desenvolveram técnicas egpecias do méodo indireto do MEC para a solugdo de
problemas de espahamento de ondas para os estados planos ou de anti-plano e Mossessan &
Dravinsky(1989), Bouchon et d. (1995) para problemas 3D.

Uma outra clase de formulegbes do MEC é o entéo denominado método direto. A
principad caracterigtica dessa técnica € que a representac@o integrd € obtida empregando-se
diretamente as vaidveis fidcas reas do problema. Aparentemente, Cruse & Rizzo (1968) € o
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primeiro trabaho a empregar 0 méodo direto para estabelecer as representagdes integrais, em
coordenadas globas para dedocamentos e tensbes, paa problemas  dagtodindmicos
bidimensonas no dominio de Lgplace Em Crusx(1968), atigo sSmultaneamente publicado
a0 coauorado com Rizzo, sfo discutides técnices para a manipulagdo  adgébrica das
representagBes integrals, um exemplo € goresentado para 0 caso de um semi-plano ubmetido
a tensbes uniformes no contorno. As respostas para os campos de dedocamentos e tensdes no
interior € no contorno do problema foram obtides empregando-s2 uma interpolacdo  congtante
paa as vaiaves enquanto que eementos retos foram utilizados para a geometria As
s0lugdes das andises obtidas origindmente no dominio de Laplace foram convertidas para o
dominio do tempo mediante a inversio numérica da trandformada de Laplace utilizandose o
dgoritmo de Peapoulig(1957), que requer gpenas manipulagies adgébricas no campo dos reas
A representacdo integrd de dedocamentos de Cruse também foi utilizada nos trabahos de
Manolis & Besk0g1981,1983), Manolig1983), Manolis & Bekog1988), em que as vaiaves
do problema foram interpolados por representacbes condante e quadréica;, exemplos foram
goresentados envolvendo casos de radiacéo e espdhamento de ondas eésticas em semi-plancs
com ou sem interagdo com edruturas rigides. Alterndivamente  ao dgoritmo de Pgpoulis, foi
empregado a técnica numérica de invesio da trandformada de Leplace discutida em
Durbin(1974) - que requer manipulagbes agébricas no campo dos nimeros complexos: uma
vez que foi constatado que a técnica de Papoulis é estével gpenas para 0s primeros vaores do
espectro de padmetros de tranformacdo. JA Niwa e d.(1975), Kobayashi &
Nishimura(1982) edudaran solugbes para problemas dagodindmicos planos em  regime
permanente formulados no dominio da fregiéncia e a respoda trandente foi obtida com o
auxilio da trandformada de Fourier. Embora as representacfes integrais de tensies em
coordenadas globais tenham ddo publicadas em 1968 no trabdho de Cruse, suas solughes
fundamentais SO foram gpresentadas no trabaho de Ahmad & Banerjee (1988), contudo,
autores deixaram para 0 leitor o dgebrismo des egpas finas para a obtengdo da forma
explicita desses tensores fundamentais.

Os atigos mencionados anteriormente condituem pate das grandes contribuigdes para
evolucdo do MEC em dindmica dos sdlidos no dominio trandformado. Referéncias adicionals
podem ser encontradas em muitos trabahos, dentre des, consam os atigos de Beskos
(1986,1997), onde uma ampla revisio de trabdhos € apresentada para diversos aspectos do
MEC em problemas dagtodindmicos, indusive no dominio do tempo.

O objetivo deste atigo é adaptar uma representacdo locd para as equagles integrais de
dedocamentos e de tensdes de Cruse & Rizzo(1968) - origindmente escritas em coordenadas
globas - com intuito de facilitar a prexcricdo de condigdes de contorno em bordos esconsos,
assm como viadilize o acoplamento de sub-dominios com seus contornos  poscionados
genericamente no dominio do problema origind. Essa mesma representac@o locd é estendida
paa as equaches integrais dos gradientes de dedocamento. Além disso, as solughes
fundamentais dessas equagbes integrals S0 agpresentadas em uma forma  completamente
explicita, propiciando expressies expeditas para os letores. Tanto as equagBes integrais
discretizadas e as representagfes agébricas para a montagem do sistema de equagbes do
problema, quanto o estudo de dguns casos via andise numéica S0 goresentados em
futuros trabahos.

2. Ddfinicdo do problema dastodinanico
Sda W a regido ocupada pdo dominio de um corpo bidimensond de espessura h,
cujo contorno é denotado por G. Os campos e geometria do problema sfo escritos em rdacéo
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a um sstema de referéncia globd (xl,xz) no espaco e em t no tempo. Desde que as hipdteses
de pequenos dedocamentos sgam admitidas, as relagbes cineméicas podem ser expressas
r:
> g (x,t) = [ui,,- (x,t)+ u, (x,t)J/ 2 )
onde e, (x,t) : componente do tensor das resutantes de tensio em rdagBo a (x,, x, ) ;
u (xt): componentes de deslocamentos em relagzo a (x,, %, ) ;
As expressies 0 escritas empregando-se a convengdo da notacdo indicial e com

indices variando de 1 a 2. Alén diso, virgulas nos sub-indices das representagOes
mateméticas denotam derivadas espaciais.

Se o meo for homogéneo, isdtropo e dadolinear, as rdagbes conditutivas,
conhecidas como lei de Hooke, podem ser expressas como:
Nij (X,t) =h |.aekk (X1t)dij + 2rreij (X,t)J © hC|jk| € (X1t) = hC|jk|Uk,| (X’ t) (2)
onde N;; (x, t) : componente do tensor das resultantes de tensgo em relaggo a (x,, x, ) ;
C =add, +nd,d, +nd,d; : componentes do tensor de rigidez,
a :2rmp/(1— 2np), me E/21+n) : contantes de Lamé;
n , E codficiente de Poisson, modulo de dadticidade longitudind;
_in , estadoplano de deformacéo
P in/(+n) ,estado plano de tensio
1L Q=]

d =j | ddtade Kroenecker.
" 10, casocontr&io

As forcas de superficie podem sr obtides utilizando-se uma rdacdo conhecida como
Férmula de tensfo de Cauchy dada por:

Pi (X1t): N; (X’t)]i (©)

onde h; : componente do versor normal ao contorno em X.

n : coeficiente de Poisson gparente;

s ax? o

11+ N1L1gx1

Fgural- Elemento diferencid em coordenadas globas (xl,xz).
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Se for feito o badango de forgas auantes (acdo externa aplicada, gravitaciond e
inércidd em um demento diferencid do problema (vide figura 1), as equagdes diferenciais de
equilibrio dindmicas podem ser expressas como:

Ny (xt)+rb; (xt)=r uj(x1t) @
onde pontos super-ecritos denotam derivadas temporais dos campos,
ui(x,t) : componente de aceleragéo relagio a (x,, X, )
h(x,t): componente de forga volumétrica especificaem rdlaggo a (x,, X, ) ;

r : densdade de massa

Uma mandra dterndiva a (4) para expressr as equagfes do movimento € partir da
subdtituicdo de (1) em (4), resultando, portanto, nes bemconhecidas equacbes diferenciais
parciais hiperbdlicas de Navier-Cauchy para corpos bidimensonas

(62 - 2 (1) +c2u, (1) +y (1) = Uy (x.1), ©
onde:
clzqﬂl +m)/r : velocidade de propagacéo da onda longitudind,;
C, =4/ r : velocidade de propagacdo da onda distorciond.

Os dedocamentos e as forgas de superficie p(x,t) devem satisfazer as seguintes
condigdes de contorno:
t =N, (xth =p (xt)enxi G
g =u(xt) en x1 G
onde G, G, : respectivas porgdes de G onde as forgas e ded ocamentos estéo prescritos.

Outras relagbes, para dedocamentos e velocidades Ui(x,t), corhecidas como
condi¢Bes iniciais, também devem ser satifeitas no dominio do problema:
u(xt=0)=u,(x) em xi WE G

ui(x,t =0)=v,(x) em xI WE G.

Se 0 dominio do corpo edendese @é o infinito, uma quata reacd (conhecida
condicdo de radiacdo de Sommerfeld) deve ser satisfeitano infinito:

Irlg)n¥% ud, + 1/c1u'id§ = O(r‘ 1’2), |rl(r@n¥% u, +1l/c, y Z = O(r_llz) ©

onde (u? ,u®), (u' ,u’ ): parcdlas dilataciondl e distorcional do dedocamento e velocidade.

Um dos importantes recursos utilizados na maemdica eta asociado &
trandformacBes de dominios de mapeamento dos campos, dentre das temrse a transformada
de Leplace Se essa for gplicada @ dominio do tempo de fungio f (x,t), ela condwz a uma

forma f (x, s) estabelecidano dominio de Laplase s e definida como;

L(f)=Txs)= gf (x.t)e ot )
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Se a trandformacéo de Laplace (7) for gplicada em (5), sua forma hiperbdlica origind é
reduzida ao tipo diptico no dominio transformado, Cruse & Rizzo(1969):

(c2- c2Juis(x8)+c2uyi(x,s) +bi(x,s) = s2u; (x,5)- Suo (X)- v;o(x) ®

Convém resdtar que 0s campos, macados por — Sobrebarra, denotam a versao
trandformada de seus vaores no dominio do tempo. Utilizando-s2e um  procedimento andogo,
as condi¢des de contorno no dominio transformado podem ser escritas respectivamente como:

t; =Nij(x,5)1] =Ei (X1S) em xI G
g =u(xs emxi G

3.Equagies I ntegrais em coor denadas locais
Se for admitida a condicdo inicid de repouso (ui,(q) =0, vio(q) =0), a representacdo
integrd dos dedocamentos, em rdacdo a um sSsema de referéncia globd (xl,xz) para a
dadodindmica bidimensond, pode ser esita a patir de uma  identidade dindmica
transformada equivaente aidentidade de Somigliana, Cruse & Rizzo(1968):
G, ui(p) +gyp; (p. a.s)u; (a)dG=gyus (p.a, s, (a)dG + Q, Ui (p.a. s (a)aw; ©)
onde p, g: ponto-fonte, ponto-campo;
ui(p,.9), 5” (p.q.s): solugBes fundamentais (ver seco 4 para mais detalhes);
G, = [ dij: termo livre, com (I =1, se pl W); (I =1/2, se pl G,tangente Unica) e
(I =0, paraoutros casos).

b W

F
gura 2- Esquema representetivo dachapa

Na eguacdo (9), as direghes das componentes sio expressas utilizando-se gpenas um

Sstema de referéncia (xl,xz), todavia, em adgumas Stuagbes pode ser mas arativo adotar-se

sSdemas didintos para expressyr 0S campos nos pontos-fonte e campo. Assm, uma técnica

adotada nese atigo é expressy 0s campos em Ssemas de referéncias locals, sendo o
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primeiro associado ao ponto-fonte, com origem e orientado por intermédio de uma diregéo
genérica z. JA um segundo Sstema de referéncia € definido para as variavels de contorno, de
forma que sua origem e orientacB seguem as diregles tangencid t e normd h ao ponto

campo no contorno do problema, vide figura 2. Com iso, a reresentacéo integral (9) pode
Ser rescrita como:

Du. (p) + z (PP, (p.a Q. (Vi (a)dG=z (p)gyui (p. 0 SR, ()« (a)dG+
2 (p)Qyui (p. Q. 5, (Qaw (10)

onde D: codficiente do livre de integrd (D =1, ponto no interior; D =0, ponto no exterior;
D =1/ 2 paraponto sobre contorno suave);
vi (q) e ti(q): desocamento e forcade superficie no sistema (t ,h), videfigura2;

u.(p): dedlocamento do ponto-fonte segundo adiregio ¢, ig0é, U, =ui(p)z (p);
Q(q) : matriz de transformagZo escrita como:

Q(a)=t (@) =12 (119
Q,(a)=h,(@); j=12 (11b)
ondet;,h; : componentes das diregdes t , h em relagio ao sistema (x, , %, ).
O gradiente dos dedocamentos, representado pela a derivada direciond segundo uma
direcGo mde uma componente de ded ocamento na dregéo z, pode ser escrita como:
Uzm(p) =uim(p)z (p) =uii (p)z (p)m; (p) (12
Uma equaggo integrd em coordenadas locais (g,m) para os gradientes de deslocamentos
de pontos no interior pode ser obtida subgtituindo-se (10) em (12):
Uzn(p) + 2 () Py (.0, M, (p)Q, (a)ve ()G =

2 (P)eyuie (.0 s, (p)Q, (ak ()G + 2 (p)g) win(p, 6 s)my(por(a)aws  (13)
onde B;k(p,q,s) e Ui (p, g, 5): solugBes fundamentais (detalhes adlicionais na segio 4).

Além dos campos dedocamentos e de seus gradientes, um outro campo de interesse da
andise de edruturd estd associado & resultantes de tensfo. A partir da subgtituicdo das
equacles integrais dos gradientes dos dedocamentos(13) nas rdagbes conditutives (2), as
representagOes integrais das resultantes de tensio N,,,, paa pontos no interior  utilizando-se
coordenadas locais segundo as diregOes (z, m) no ponto-fonte e (t ,h) no contorno, podem
eXressas como:

Nua(p) + 2 (P)ysi(p.a M (P)Qu(av:()dG=2 (plgydlix( p. &, 9m (pIQ (Gt (c)d
2 (p)) si(p.a,s)m;(p)bi (a)aw

onde Six(p,a,s) e dix(p, a, 5): solugBes fundamentais (detal hes adicionais na sego 4).

(14)
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4. Solugdes do problema eastodinamico fundamental

O problema dindmico fundamentd de corpos dadicos bidimensonas pode ser
associado  a um disco de espessura h e com rao infinito envolvendo o ponto de gplicacéo da
fonte. Para que ese problema sga configurado como fundamenta de deve saidazer as
relaches cinemdticas, conditutivas e de radiacdo (condigdes de Sommerfed). Assm, as
equagies diferencias de movimento para o problema eagtodindmico fundamentd no dominio
de Laplace, inicidmente em repouso, pode ser estritaem umaformasmilar a(8):

(2 - 2ii(xs)+c2un(x, 8)+ bi(x 8) = 703 (x.9), i, =12 (15

As funcles que sttisfazem as EDPs (15) sGo denominadas de solucbes fundamentais.
Contudo, sua obtencdo é extremamente complexa quando as EDPs estéo estritas na forma
expressa em (15), uma vez que pode sx veificada uma interdependéncia entre as
componentes de dedocamento, isto € as EDPs (15) ndo 5 sfo dependentes das derivadas de
U, mas também derivadas das componentes de dedocamentos nas demas diregbes, isto €
ndo exige apenas um Unico argumento caracterizando a variaved das EDPs. Uma das
dternatives para suavizar este problema é representar as EDPs acopladas originais em fungdes
potencias que promovem seu desscoplamento discutidos em Sternberg &  Eubankg(1957),
Dominguez & Abascd (1984). Nesses trabdhos sB0 descritos esses potencias e as
manipulagbes agébricas empregadas no problema dagtodindmico no dominio transformedo, e
essas ferramentas S0 aplicadas na representacdo do problema no dominio de Laplace ao
longo desta segéo deste artigo.

Se a decomposcéo de Hemholtz, que estabdece que campos vetoriais solenoidais
podem ser compostos por uma soma de potenciais irrotacionais e equivolumiais, for gplicado
aos ded ocamentos e & forcgas, as componentes destes podem ser expressas como:

u(a.p.s)=F, +e,y ., =u (@ p.s)+ui' (g ps) (16)
bi(a p.s)=Vi +e,Wi; =bi"(q,p,s)+bi' (q, p,s) 17)
onde (f , V), (y ,W): potendiais irrotacionais, distorcionais.

Se as equacles (16) e (17) forem subdtituidas em (15), essa é desacoplada e pode ser
representada por duas outras EDPs em fungéo desses potenciais:

f_,ii - k12f_=\_/, y_i,jj - kzzy_i =wi (18)
ondek, =s/c,,i=12.
As equacles diferencias (18) podem ser reunidas num potencid A de formagerd:

Ai- K*A=a (19)
cujasolucéo gerd pode ser escrita como:
Inr
A =CKo(kr)+C,lg(kr) + oo (20

onde K, , |,: fungBes de Bessd de primeira e segunda espécies, com ordem zero.

Subdiituindo-se (20) em (16), os dedocamentos podem ser escritos em funcdo dos
potendias Em sguida, cdculando-se os gradientes desses dedocamentos e utilizando-se as
relagbes conditutivas resultam nas tensdes também expressas em fungdo dos potenciais. Com

isso, as condantes C, e C, podem ser determinadas aplicando as condigBes de eqilibrio e
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de radiacid de Sommefdd no dominio infinito do problema fundamentd. A patir de entéo, a
expressfo (20) com os coeficientes ja determinados pode ser novamente subgtituida em (16)
resultando na forma bem conhecida da solucdo fundamentd em dedocamentos do problema
elastodinémico bidimensond no dominio de Laola:edescritaem Cruse & Rizzo(1968):

ui(p.gs)= - 2o C [ Yrr] (29
onde:
1é C u 2
X = Ko(I 2r)+|_réK1(| 2r)' C_ZKl(I 1r)l;I (213
2l e 1 1]
2
&, 0 _s . (21b)
r)- —zzK(I r), |, ==,i=12.
fog o c,

Ja a lucdo fundamenta das forcas de superficie TOL- pode ser obtida utilizando-se a
férmula de tensfo de Cauchy:
Bij(p’q’ S): NiJ'k(p’q’S)qk :Ciméiik(p’ q’S)qk = Cijklaijk(p’ q’S}]k (22)
A expressio das forgas de supeficie requer a determinacdo prévia dos gradientes dos
d&locammtosfundaﬂentas; esses podem ser escritos a partir de (21) como:

Tu; 1 é dX Y 0 @
u”k(p 9,8)=—% = ar —— ¥ r(dlkr +dJkr) %—-— IrJrku

% (a) 2prczhg " dr dr g
onde
dXx Y
E:-IZKl(I 2r)'T (=3
2
dy : 2 Y 20
E: - 2Kl(l 2l’) r | |’ gcl < § 1K1(| 1r)+?K2(| 1r)§ )

As diferenciagbes dos tensores fundamentais- que envolvem fungdes especiais- podem
ser feitas utilizando-se conjuntamente a regra da cadeia e uma técnica recursiva de derivacio
dessas fungdes especias. Para detalhes adicionais, vide Anexo.

Se aequacéo (23) for subdtituida em (22), aforma explicita de solucéo E)” dada por:

T (pas)=nc,, Wnlpas), i L X Yo,

1x (a) 7 Rdr T g
&> X dY an dy i
hir, +2r,r,r,)- 2—r,r.r;y
gcz épgdr da rg' r( win)- dr " "'{, (24)
onder, =rh,.

JA & lugdes fundamentals para a representacdo integra dos gradientes de
dedocamentos podem expressas a patir da diferenciacdo das expressfes(23) e (24) em
relacéo ao ponto-fonte p, is0 &
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fu; _ -1 é, aXo Y Y dYgu
= dyr; +dr)+rrr 692
T (p) 2prcing " Edr 5 Tt ) T o

U;jk(p,q,s):

p;; 11 ed X 1lagY Y

- = =—- - ad h
puk(p'qu) ﬂXk(p) > edr rgdr r%( iTln * 1r|rk)+
laglX Y

i g(d”r f - dhy - dyh - hrr )+

2 alY _Yo
?(djkl"ll’h +dikl"jl”h +hkl'vil’ 3I' r I' rh)gdr = 2_—+

2.3 dYﬁTr- 0L dY Yo,

& arg 8Tk A g

DD

Y ZedY_gaé_(_d_You H 2
2r—2(djkhi-hir,jryk)+ iy P fkfh% (26)

2
d°X _ 1% iz- 15Kl ,r)+1 K, (1) @

]

j:j=|;n< )+ K0 )+ 2820, )+

e,

Ge.

g 1 2rK (1 r)- 31K, r)-_g +1§K (I 1)+
e

CE g

9
2 (200)

(260)

Ue d2X  d?Y 1 dX Y ¢
2

0
=C _ - 2Uz- > + > +_—-2 :
%Eg @ dr drerodr r“g

As s0lugbes fundamentais para a representacéo integral das tensdes podem expressas a
partir da subgtituicéo independente de (25) e (26) em (2), resultando respectivamente em:

= .~ um(pas)_ 1] X Yo
d'lk(p1q’s)_hclkmtw_ 2p|(dr +d I ar rEg+

ae? LEX dY Y Y dy fl
- —,, 1, +2— d.r. +2r.rr.J-2=—r.r.r.
§c2 Egdr dar rg ™ b dur + 20 dr ’% @7
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— 2h . )
Sijk(p,q,S) thmtpm”(p a, S) {{rh{d 1 4 addY Yc:)

2
R % dY dX 1g@X gdv Yol
cC g drf dr® rédr dr rg %

(d”rk+d]kr )elgd—x+3d—Y— 619— d* Xu
adr dr rg dr?

4rr.r sz+1 id_Yow
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Conclusdes

No presente atigo, as equagies integrais clésicas de dedocamentos e de tensdes da
dagodindmica bidimensond no dominio de Lgplace publicadas em 1968 por Crue & Rizzo
e definides en um ddema de referéncia globd foram adaptades para um Sgema de
referéncia locd, com o intuito de facilitar a prescricdo de condigbes de contorno em bordos
exconos, assim como  Vviddilizar o acoplamento de sub-dominios com seus  contornos
poscionados abitrariamente no dominio do problema origind. Além das equacles integras
para dedocamentos e tensdes, a representacdo loca é estendida para as equagles integrais dos
gradientes de dedocamento. Um outro aspecto artigo estd relacionado com a obtencdo de
formas explicites das solugbes fundamentais utilizades nes representagbes integrais acima
mencionada. Embora tas solugbes explicitas ja estgjam digponiveis na literatura desde 1968
paa 0 caso dos dedocamentos, e pacdmente explicitas para 0 caso das tensdes desde 1988,
no preente trabadho foi goresentado uma versito complementar das solucBes fundamentals
aribuidess a Banajee e colaboradores publicado em 1988, Além disso, as solugbes
fundamentais foram também goresentades em uma forma completa e explicita paa as
equagies integrais dos gradientes de ded ocamento.
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Anexo
A diferenciacéo de (21) no ponto-campo pode ser escrita como:
w1 dX dr dy_dr dir,r,)

= AT A i GE
() Prehgt drdgfe) U dr k(@ (@)l

B

Uik (p.9,8) =

(0]

onde

dr_x(a)-x(p)_, (A.1a)
k
dx(q) r |
O cdculo da ltima parcdlaem (A.1) pode ser efetuado como:
dr,r,) _, 4 & (a)- x,(p) _d_éx(a)- x(p)
dx(q) ' dx (a)& r Tax (q)& ot

Aplicando-se aregrada cadeiaem (A.2) e adefinicdo dadaem (A.1.a), vem:

(A2

u
a*r
G

[l Y e
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aor,)_ =2(d,r, +dr,- 201, -

dxkiqi r

Subdituindo-se (A.3), (A.1d em (A.l) temse a expressio dada em (23). Contudo,
sua forma explicita anda requer a obtencdo de dX/dre dY/dr, que dependem da
diferenciacéo das fungdes de Bessel K. Essas possuem a seguinte propriedade recursiva:

Knea(y) = Koa(y)+ 20/ yK,(y) (A4)
onde y : argumento.

Além disso, outra propriedede para diferenciagéo de K | pode ser escritar

dly K. (y)|/dy =- y "Koua(y) A5
A patir de (A.5) e (A.4), tem-se as seguintes relages de interesse:
d d
aKo(br)0 bEKO(br)L bK, (br) (A.6.9)
dél u d é1 u_ bK (br) (A6h)
— &K, (br)z° b? K, (br);=- —2 0.
dr & o r)H dbrEE 1 )H r
d d & 2K ,(br)
— |k oph_— K _ ehea\bh) (A.6.0)
S1K,(or]e b8, or) + 2 K (or)y=- b, br)- 22

onde b : congtante arbitraria

Subdiituindo-s2 (A.6.ab) em (21a) e (A.6.c) em (21b), obtémse respectivamente (23q)
e (23b). No caso das solugbes fundamentais dos gradientes de dedocamentos e tensdes no
ponto-fonte p deve-se efetuar-se as diferenciais em relagdo a esse ponto:

dr dr
- =-r, (A7)
ax(p) o (@

o
X, (p) X, ( )
gradiente de Ej pode ser efetuado como:

Assm ui’;kz conduz a expressio dada em (25). O cdculo do

—- 'ﬂp., 1 I( +h )daEdX YO )aEdX YO d
it

p”k m—%: r dreW Tg rv gdr rm(dijr’h +hjr,i)+
&’ Oeaed_x dY Yo d daedx dY Y
ég 2;2% r;z;deipih ‘) I’dr dr dr rg( )u+
e d
zém(_hir'j +2r,1,1 ) ( hir, +2rhr,r1) rg?g(_ r’k)8+
2(§ r.r.r dZY(- )d—Y d (r r.r )UJ (A8
§ gz vk drmh”% :
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onde as diferenciagbes sfo dadas por:

ﬂd—pj( )—'_61 ST k) (A83

h
méﬁ '):-T( ik~ ryir’k)

d (rirjrh):— %[(djkr’i +dikr’j)rh +hyrr, - 3r’ir'jr’krh] (A.8.0)

Subdituindo-se (A.8.ab,c) em (A.8) e reagrupando-s£ convenientemente os termos, a
forma expressa em (26) é obtida As solugbes fundamentais para a representacdo integral das
tensdes podem ser obtides andogamente & dos gradientes de dedocamentos. Com intuito de
fazer uma concisfo no texto deste artigo, apenas breves coment&ios serdo efetuados nos
procedimentosintermediarios de obtenco das expressdes (27) e (28).

(A.8b)

O tensor duk —hCIkrm‘lTum,/'ﬂxt ) pode ser obtido seguindo-se boa parte das etapas
deBij, devendo-se ficar derta quanto & mudanca de snd devido & diferenciaci em reacio
a0 ponto-fonte. JA para o cdculo de gjk ,m‘ﬂpm,/ﬂxt da/e-se proceder andogamente

aobtencéo de ﬁ, :



