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RESUMO

A sapata é uma fundagdo rasa, executada em concreto armado, que comprime diretamente o solo onde se apdia.
O solo desenvolve uma agdo reativa distribuida na superficie inferior da sapata. Solo e elemento de fundagdo

trabalham em conjunto sendo estudados como um sistema estrutural Unico. A interacdo solo-fundagdo é
complexa, o diagrama real das pressdes de contato ndo € conhecido para todas as situagdes, logo se adotam

hipéteses que conduzam aos melhores resultados. Nos exemplos se estudou o comportamento da sapata com

dados relativos ao solo, sendo que a base em contato com o solo foi considerada uma placa e o solo um meio
elastico continuo com coeficiente de proporcionalidade linear. Os resultados dos trés exemplos resolvidos pelo
MDF (Método das Diferencas Finitas) foram comparados aos obtidos com programa baseado no MEF (Método
dos Elementos Finitos) - SAP 2000. No EXEMPLO 1, o resultado de M, no ponto w15, situado naface do pilar,
resulta pelo MDF o valor de 90,98 kN cm eno MEF o valor de 99,70 kN cm . Essa proximidade nos valores de

momento ressalta a confiabilidade dos processos usados. O uso do MDF na érea de projetos constitui vantagem
pela sua simplicidade. Os EXEMPLOS?2 e 3 diferem na discretizagcdo da malha. Para o ponto w10 e maha
(30x30)cm’® o valor do Mx no ponto situado na face do pilar resultou no MDF 85,55 kN cm e no MEF
88,45 kN cm . O mesmo ponto para malha de (15x15) cm?® resultou os valores de 85,98 kN cm no MDF e

86,06 kKN cm no MEF. A discretizagdo de (15x15) cm? oferece resultados mais proximos entre 0s métodos,

mas desprende duas vezes mais trabalho. A diferenca nos resultados é irrelevante no dimensionamento de
estruturas usuais tornando-se desnecessario no cotidiano o uso de uma malha muito refinada.

INTRODUCAO

Entende-s2 por fundagdo um demento edruturd que transmite a0 s0lo as cagas
gplicadas a edtrutura e as que decorrem de seu O proprio. A sgpata conditui uma fundagéo
rasa executada em concreto amado que exerce uma acdo de compressio diretamente sobre o
solo onde = gpdia O 0lo trabdha em conjunto com o demento de fundacdo, desenvolvendo
uma acdo regtiva que se didribui por toda a superficie inferior da sgpata, devendo ser
estudado como um sstema estruturd Unico. O diagrama red das pressies de contato néo é
plenamente conhecido para todos os casos praticos. Por ser complexa a interagdo  solo-
fundecBp adota-se hipdteses que conduzam a resultados os mas proximos possives da
redidade.

OBJETIVOS

Esudar o efeito da deformacdo conjunta do demento estruturd de fundag@o, sgpaa
rasa, e 0o s0lo onde essa fundagdo direta se gpdia. Os parametros andisados séo os vaores s
dedocamentos do conjunto e dos esforgos internos da sgpata A nlucdo € obtida usando-se o
méodo das diferencas finitas e os resultados sfBo comparados aos resultados obtidos com um
programa baseado nas equagies de eementos finitos.
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METODO DAS DIFERENCASFINITAS

O Méodo das diferencas finitas (MDF) € uma das técnicas numéricas que pode ser
golicada para moddar dguns problemas de placas, inclusve em edruturas de fundagbes como
as Spatas rasss, e € acessivel aos aunos da graduacdo. Este méodo quando aplicado &
placas trandforma a equacdo diferencid da superficie déagtica em outra equacdo de diferencas
finitas, ou sga, subditui as derivadas por quocientes entre intervaos finitos Dessa forma a
equecéo diferencia da dédtica se transforma em um sistema de equaghes lineares dgébricas
com varias incognitas em cada equacdo. Essas incognitas sBo os dedocamentos da estrutura
deformada A solucdo deste Sstema de equagbes lineares fornece os dedocamentos da
edrutura que por meo das equagdes de diferencas finitas permite obter esforgos internos
como o momento de flex&o, o esforgo cortante e atorgéo.

Nas equaghes das diferencas finitas representamse as derivadas por meo de
expresies goroximadas, mediante 0 emprego de polindmios de interpolagdo. As derivadas do
polindmio de interpolacdo, Sfo condderadas iguas as derivadas da funcdo que se pretende
subdtituir pelas diferencasfinitas.

TEORIA CLASICA DE PLACAS

Todas edruturas planas onde duas de suas dimensdes Sfo preponderantes sobre a
tercera, dita egpessura e esta € submetida a um caregamento ortogona a sua superficie
média, ela passa a ser chamada placa Quando a espessura € menor que 1/5 do menor dos vaos
emaior gue um 1/200 deste, admite-se que a placa é esbdlta.

No edudo de uma placa esdbdta tanto o comportamento fisco como geomérico o
considerados lineares e segundo Kirchoff valem as seguintes hipdteses smplificadoras:

a) o plano médio é um plano neutro, ou Sga, esta isento de tensdes e, gpds o equilibrio,
geraasuperficie easticaw;; ;,, que éaincognita principa no estudo das placas;

b) os pontos Stuados em uma normd a0 plano médio antes da deformacéo etardo em
umanorma asuperficie déstica gods o equilibrio;

C) cdculo das deformagdes despreza-se atensio s , que auanadiregdo do exo z.

Atuam na placa os momentos fletores ca culados pelas equacies dadas abaixo:

s

ef°w, . W, .\ U
MXip =~ Déﬂ 4 ! ol (19
g Tx v* @
A2y, 2w. .U
M¥ii.i) = - Dgﬂ W(Iz") +nl W('z'” u (20)
' 8 Ty X g
Eh®
D=——_ 3.0
12(1- n?) 30

onde h- espessuradaplaca,
E - modulo de dadticidade do matéria,l
N - 0 coeficiente de Poisson,
D - representaarigidez da placa aflexéo.
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Portanto as derivadas dos coeficientes das equages (1.0) e (2.0) sfo dadas por:

Pw, oy 1
‘ﬂx(zlyj) ZF(Wi-lJ - 2W; Wi ) (4.0
Pw,y 1
e D M W) 50

Wiigj, Wij, Wisj, Wij.1, Wi 41, S0 determinedos pelo método das diferencas

finites para dgemas bhidimensonas como sendo os dedocamentos dos pontos discretos de
umaplaca

DIFERENCASFINITASEM SSTEMASBIDIMENSONAIS

Nos Sgemas bidimensonas 0 eguacionamento € representado por uma equacéo
diferencid biamonica dada por w = Wy), podendo também s expresso pelo lgplaciano de
quartaordem N&,y) como mostra a expresséo 6.0:

e = Tw o Tw | T'w
C T Ty Y

Expressando cada parcda da eguacdo acima em diferencas finitas, os intervdos Dx e
Dy podem ser considerados iguais ou diferentes. Se iguals, a maha é quadrada; se diferentes,
amaha é ditaretangular. Considerando gpenas a malha quadrada tem-se:

Dx=Dy=D (7.0)

Sendo cada pacda da expressto (7.0) representada pelos pesos dos coeficientes, a

figura 1 mostra a soma das parcdlas que resulta em uma“moléculd’ para a maha quadrada

6.0)

1,1-1 i+1,3-1

=

i.3+2

Figura1l: Molécula para maha quadrada
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EXEMPLOS DE APLICAGAO: SAPATA DE FUNDAGAO
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Figura2: Estruturagerérica
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EXEMPLO 1

A edrutura de fundagdo da figura abaixo € compoda pelo pilar Py, com dimensdes de
2020 cm e caga de 600 kN, gpoiado numa sgpaa de dimensdes 180x180 cm e 15 cm de
espessura. Adotam-se os seguintes dados de projeto: ressténcia do concreto & compressdo: fi
= 2 kN/enf; Ec = 2900 kN/on’; coefidente de Poisson: n = 02 ; coefidente de
proporciondlidade do solo: ks = 0,04 kN/em?®,

Paradiscretizar a estrutura de placafoi adotada umamahacom D= 20 am:

a0

F1 | 120 2 A =20 cm
W 1 2 3 4 5 5 E
ﬁ 20
600 B, T b 2 (R (O
3 7m0 o1 op2 op2oul
&0 P VO 3 P P
3 9 2 14 15 15 14 |2 ¥
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segin, -+

Figura 3: Sapata com pilar centrado e discretizacdo da maha
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METODO DAS DIFERENCASFINITAS

Cdculo dosparametros:
1 A E h3 D* cm3
D" =160000cm™;D = —————— =849609,375 kN.cm ; — = 0,188321839 —
12 (1- n? D kN
Como caga didribuida sera condderado gpenas 0 peso proprio da estrutura de
kN 1m°

I L PP — Jd5cm N
m~ 1000000cm

concreto  amado, peso especifico de  25kN/m?. p, =25

4
p. =0,000375 kN/cm? que resuita %pc =%. A parcda de carregamento correspondente a

reecdo do s0lo, ks Vi, que aua de baixo para cima, por iss0 negativa, é somada & agbes do
peso proprio da sgpata em todos os pontos da placa,; %ks y; =0,0075y,. Quando se tratar

do ponto 15, s soma a essa pacda mencionada também a quata parte da carga do pilar

. D" 150 _ 60000
divididos por O”. Logo wi5 52 5
Resolvendo o sstema de 15 equaces com 15 incognitas, resultam os ded ocamentos:
Tab. 1 — Resumo dos dedocamentos
W6 wo W2 wi4 W5

Dedoc. (cm) (04313 | 04755 05231 0,569% 0,60566

Para ¢ cdcular os momentos fletores em um ponto quaquer (i) utiliza-se expressdes

do tipo:
éM°w Tw, U é7°w Tw, . 0
Mxijy=-D g +n—=2dbjou My, =-D g =S+ n—Clby
é fix iy* G é Ty ixs G

Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de ded ocamentos ws e wis
W6 wo W2 w4 wi5
My (kNcm) |O 0,03 1039 3521 |9098

METODO DOSELEMENTOSFINITOS

Optando pdo programa SAP 2000, o EXEMPLO 1 foi resolvido a patir das
cons deragdes de cal cul o gpresentadas a seguir:

- Devido ao carregamento ser elevado, desconsiderou-se 0 peso proprio da sapata.

- O demento adotado para discretizar a edrutura € 0 demento Thick Plate, que € uma
vaiacéo do demento Shell.

- Condderando que esta edtrutura e gpdia sobre uma base dédtica, 0 apoio desta no
lo sera aravés de molas onde o coeficiente de rigidez da mola K, € dado pea expressio

K., =K * D? onde K, é o codficiente de proporciondidade do solo e D a variagio da maha

Neste caso temseK ,, =0,04* 20% K . =16.
- A cargado pilar foi consderada concentrada nos nés da maha discretizada.
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Sendo assm:
Tab. 1— Resumo dos dedocamentos
W5 wo W12 W4 W5
Dedoc.(cm) [03438 0343 04476 049% 053%
Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de dedocamentos wb e w15
W5 wo W12 W4 W5
My kNcm) |-15 15 125 33,63 99,70
EXEMPLO 2

Condderando as mesmes vaidvels de projeto do exemplo 1, mas adotando novas
dimensdes para a sypata e pilares assim como para 0 caregamento tem-se a estrutura de
fundagdo da figura abaixo. Flar P1 com dimensdes de 30 x 30cm, carga de 700kN, gpoiado
na sgpata com dimensdes de 210 x 210cm e espessura 15 cm.cuja, ressténcia do concreto a
compresso; fck = 2kN/enm? ; E. = 2900 kN/cmg, coeficiente de Poisson: n = 0,2; coeficiente
de proporciondidede do solo: k = 0,04kN/cme.

Na edrutura de placa da figura seguinte foi adotada na discretizacdo uma maha com D
=30om:

¥ 210 +
— 7/_
on
A =30 om
€1 Pl 3 4 4 3 —o
1o 3
4 £ 7 7 L]
TO0ERT
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. 7 g w 1o 9
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ydidas am an TO0KRT
4
15 |
T & : =
e, AT em

Figura4: Sgpata.com pilar centrado e discretizagéo damaha
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METODO DAS DIFERENCASFINITAS

Cd4culo dos parametros.

Df =810000 cm* ; %=O,95337931045 cm¥kN. ;, 0 peso proprio da edrutura de

concreto amado, com peso especifico igud a 25 kN/ni, serd a Unica carga distribuida
considerada p. = 0,000375 kN/enf e a parcela de carregamento correspondente & reacio do
0o, ks ¥, que aua de baixo para cima, por isso negativa, € somada & agies do peso préprio

3

da sgpata em todos os pontos da figura acima D :12(5—'12) = 849609 ,375
-n

% e = 810000 .0,000375 =—303’75; %ksyi =0,0381w.

Quando = tratar do ponto 10, a parcda mencionada € somada também & carga do
157500 , 303,75 _ 157803,75

D D D
Resolvendo o sstema de 10 equagtes com 10 incognitas, resultam os ded ocamentos:

pilar, sendo assm; w;, =

Tab. 1 — Resumo dos dedocamentos

Wa W, Wo Wio
M (kN.cm) 03430 042639 0516283 0591807
Para = cdcular os momentos fletores em um ponto quaquer (i) utilizase expressdes
do tipo:
Zq72 2 N 2 qr2 2 N
Mxijy =-D gﬂ BATH #nd W(zi’”g U My =-D gﬂ W(zi’”*”ﬂ W%’”H
é Tix iy 3 Ty X

Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de ded ocamentos w4 e w10
W, W5 Wo Wio
M (kN.cm) 0 1,64103 239651 8555

METODO DOSELEMENTOSFINITOS

Optando peo programa SAP 2000, o EXEMPLO 1 foi resolvido a patir das
consideracies de cal cul o apresentadas a seguir:

- Devido a0 carregamento ser eevado, desconsiderou-se 0 peso préprio da sapata.

- O demento adotado para discretizar a edtrutura € o demento Thick Plae, que é uma
variagdo do demento Shell.

- Condderando que edta edrutura se gpdia sobre uma base dédtica, 0 gpoio deta no
lo sera aravés de molas onde o coeficiente de rigidez da mola K, € dado pela expressio

K., =K *D? onde K é o codficiente de proporciondidade do solo e D a variacgo da maha
Neste caso temse K, =0,04*20% K . =16

- A cargado pilar foi condderada concentrada nos nGs da maha discretizada.
Sendo asim:
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Tab. 1 — Resumo dos dedocamentos

w, W, W W,
Dedoc.(cm) | 01706 02577 03493 0423%
Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de dedocamentos w4 e w10
W, W W Wig
M (kN.cm) -380 1,60 2403 8345

EXEMPLO 3

Para a edrutura do exemplo anterior e 0s mesmos dados de projeto, o cdculo foi
refdto utilizando uma outra discretizacdo. A figura abaixo modra uma mdha em que D =
15com.

12 34 5 a8 7 8 7
2] 9 10] 11 12] 13) 14| 15 14
10| 16| 17 18] 19| 200 21] 20

13 17) 2 23| 24| 35] 36| 24
12 18| 23 27| 28| 29| 30| 29

13) 19| 24 23 31 33 33 33
14 20) 24 209 32 34 35

34
150 21 od 33 390
Z

14] a0 2y a9 33| 34

T - e S

e ==

Figura5: Discretizacdo da maha de (15x15)cm

METODO DAS DIFERENCASFINITAS

Cd4culo dos parametros.
D= EM - sioe03s knom: D 006059 ik, o peo préprio da
12 (1- n?) ’ T 'p ’
edrutura de concreto armado, com peso ffico igud a 25 kN/m®, serd a Unica carga

digribuida condderada p. = 0,000375 kN/cnf e a parcdla de carregamento correspondente a
reecdo do s0lo, ks Vi, que aua de baixo para cima, por isso negativa, € somada & agbes do
peso proprio da Ssgpata em todos 0s pontos da figura

D' 50625 18,984375 D*

admagpc T'O’OOO375= ,Eksyi=0,002383wi. Quando s tratar do

ponto 34, 35, 36, a parcda mencionada € somada também acarga do pilar.
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Sendo e W= 43£)75 . 18,95[3)4375 _ 4393,9Ds4375 | .

_17500 , 18984375 _17518,984375 70000 , 18,984375 _ 70018,984375

D D D ® D D D

Resolvendo o0 sstema de 36 equaces com 36 incognitas, resultam os ded ocamentos:

Tab. 1 — Resumo dos dedocamentos

Ded.(cm) 033749 |037916 | 042309 | 046875 [051439 |05567c | 05894

Para ® cdcular os momentos flefores em um ponto quaquer (i,j) utiliza-se expressdes
do tipo:

2 q72, 2 N ) 2 N
eT°w,, ; W, U eT°w,, ; w0

Mxgj) =-D éﬂ (2|’1)+n1T 54hg ou My =-D é1T (z"””"ﬂ 20
e fx Ty* e Ty Tix

Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de deslocamentos w7 e w34:

MKkN.cm) O 1533 (1348  |9100 |[23200 |469056 |85980

METODO DOSELEMENTOSFINITOS

Optando peo programa SAP 2000, o EXEMPLO 3 foi resolvido a patir das
consideragOes de cal cul o apresentadas a seguir:

- Devido a0 carregamento ser elevado, desconsiderou-se o peso préprio dasapata.

- O demento adotado para discretizar a edtrutura € 0 demento Thick Plae, que é uma
vaiacéo do demento Shell.

- Condderando que esta estrutura se aplia sobre uma base dédica, 0 gpoio desta no
lo sxd aravés de molas onde o codficiente de rigidez da mola K, é dado pda expressio

K, =K* D? onde K é o codficiente de proporciondidede do solo e D a variagio da maha

Neste caso temse K, =0,04*15%, K, =9.
- A cargado pilar foi congderada concentrada nos nés da maha discretizada.

Sendo assm:
Tab. 1 — Resumo dos ded ocamentos

Ded.cm) 02015 [03349 |03803 |04270 (04732 |0515%5 |05497
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Tab. 2 - Resumo dos momentos fletores entre os pontos de ded ocamentos w7 e w34

M(kN.cm) -19 001 322 11,70 26,34 52,90 86,06

DISCUSSAO DOS RESUL TADOSE CONCLUSAO

Com base no método das diferencas finitas e no méodo dos dementos finitos, trés
exemplos foram andisados para comparar a eficiéncia dos resultados obtidos entre eles.

No exemplo 1, a patir de uma mdha de 20x20 cn?, foram obtidos vaores de
dedocamentos que vaiam de goroximadamente 1mm, ou Sga, como edes vdores S0
bagtante préximos, principdmente quando comparado com as dimensdes da sgpda, ete
indica que estas variagbes s valores resduais conseqlentes de um processo de cdculo
numMerico.

No exemplo 2, condderando as mesmas condigbes de projeto do exemplo 1, as
dimensdes da sgpata, 0 caregamento e a discretizacdo passaram  respectivamente  de
180x180cm?, 600KN, 20x20cm? paa 210x210cn?, 700KN, 30x30cm? com objeivo de
veificar a variacdo dos resultados obtidos entre os méodos para 0 dedocamento. Observou
$£ gue paa uma sgpda de dimensdes maores e uma mdha adoteda também maor, a
comparagdo dos resultados mostrou uma vaiagdo de goroximadamente 2mm ou sga, oS
vaores resduas aumentaram quando comparados com 0 do exemplo anterior, no entanto, oS
resultados do dedocamento anda B0 condderados proximos o sufidente para confirmar a
proximidade dos resultados obtidos entre os métodos.

No exemplo 3, foram condderadas as mesmas vaiavels do exemplo 2 porém a madha
condderada passou de 30x30cm? para 15x15cn?  resultando paa o dedocamento  uma
variagdo agproximada de 05mm. Um refinamento na maha conduz a vaores mas proximos
entre 0s méodos, confirmando juntamente com os demais exemplos 0s resultados obtidos

independente do método gplicado.

Outra manera de avdia os resultados obtidos € dravés dos vaores de momentos
fletores. Consderando o0 exemplo 1, o resultado de Mx no ponto w15, é de 90,98 kN.cm para
0 MDF e de 99,70 KN.cm para 0 MEF, para exemplo 2, o resultado de My no ponto w10, € de
90,98 kN.cm para o0 MDF e de 99,70 KN.cm paa o MEF, o0 mesmo ponto para uma maha de
15x15 cm resultou os vaores de 8598 kN cm no MDF e 86,06 kN cm no MEF. Os resultados
andisados através dos momentos fletores também confirmam os resultados dos cdculos
independem do método aplicado.

Sendo asdm, os resultados obtidos ressdtam a conficbilidede dos processos  usados
conduindo que estes vaores sB0 proximos aos reais pois houve convergéncia dos resultados
nuMericos

E interessante obsarvar que apesar da discretizagio de 15x15 cm oferecer resultados
mas proximos entre os méodos, eda degrende duss vezes mas trabdho do que a
discretizacao de 30x30 cm. Como a diferenca nos resultados obtida para o momento fletor é
praticamente irrdevante para 0 dimensonamento usud da edrutura, condui-se que é
desnecessrio no cotidiano do cdculo de eforgo de momento fletor o uso de uma maha
muito refinada
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